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 لاپلاس تبديل -1
روش تبدیل لاپلاس یک روش عملياتی است که کاربرد آن در حل معادلات دیفرانسیيل طییی میاییای زییادی     

به کمک تبدیل لاپلاس ميتوان عمليات مشتق گيری و انتگرال گيری را به عمليات جبری تبدیل نمود. بیه   دارد.

تبیدیل ميشیود. سیمی ميتیوان بیا       sير مختلط این ترتيب معادله دیفرانسيل طیی به یک معادله جبری از متغ

 .استفاده از جدول تبدیل لاپلاس یا روشهای دیگر معادلات دیفرانسيل را حل کرد

  ی روش تبدیل لاپلاس:میایا

        امکان کاربرد روشهای ترسيمی برای پيش بينی عملکرد سيسیت  بیدون نيیاز بیه حیل وا عیی

 معادلات دیفرانسيل حاک  بر سيست 

 ت دیفرانسيل، مولفه اای گررا و حالت ماندگار جوا  یکاا بدست می آید.با حل معادلا 

 

 بر اعداد مختلط  اي مقدمه
را بیه عنیوان    sعدد مختلط یک بخش حقيقی دارد و یک بخش مواومی. در تبدیل لاپلاس نماد عدد مختلط: 

 متغير مختلط به کار ميبری :  

 js 
 . بخش مواومی ميباشد ωو  بخش حقيقی σکه در آن 

 به صورت زیر ميباشد: sنحوه دیگر نمایش 
 jes 

22که در آن   ،



 1tg. 

 زاویه در جهت پادساعتگرد نسبت به بخش مثبت محور حقيقی اندازه گرفته ميشود.

 زیر نشان داده ميشود.در صفحه اعداد مختلط به صورت   sعدد مختلط 

 
 

 است که یک بخش حقيقی و یک بخش مواومی دارد.  sتابعی از  G(s)تابع مختلط تابع مختلط: 

x yG(s) G (s) jG (s) Re[G(s)] Im[G(s)]j    
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و  xGکه در آن 
yG اند. اندازه کميات حقيقیG(s)  2برابر است با 2

x yG G و زاویه آن برابر است باy1

x

G
tg

G



 
 

 
و تمام مشتقاتش در آن ناحيه  G(s)نامند اگر را در یک ناحيه تحليلی می G(s)مختلط  تابع: تابع تحليلي

 ریمان بر رار باشد.  –وجود داشته باشند، یا شرایط کوشی 

 

 ريمان -كوشيشرايط 

x yG(s) G (s) jG (s), s j     
y yx x

G GG G
,

  
  

    
 

 (singular)فرد و اگر تحليلی نباشد یک نقیه من Gیک نقیه عادی تابع  sتحليلی باشد،  sدر نقیه  Gاگر تابع 

 محسو  ميشود.  Gتابع 

 

  G(z)=0است اگر  Gیک صفر تابع   s=z: نقیه  G(s)صفر تابع 

  G(p)=infاست اگر  Gیک  یب تابع   s=p: نقیه  G(s)قطب تابع 

sصفر و  یب تابع  مثال: 2
G(s)

s 1





 را تعين کنيد.

S=-2  صفر تابعG .S=-1  یب تابع G .ميباشد 

 

  شرایط زیر بر رار باشد : در صورتی کهnطب مرتبه ق
n

s p

s p

LimG(s)(s p) 0,

LimG(s)





  


 

s=-p  را  یب مرتبهn .مينامند 



 ک،  مدرس: نيکوبينکنترل اتوماتي             مدلسازی ریاضی: دومدانشکده مکانيک           بخش            

 

 4 

 

صفر و  یب تابع  مثال:
2

3

(s 2)
G(s)

s(s 1) (s 5)




 
 را تعين کنيد.

s=-2 صفر مرتبه دو 

s=0 یب مرتبه یک  

s=-1 یب مرتبه سه  

s=5 یب مرتبه یک  

 

 به صورت سری توانی sinو  cosبسط  اويلر:قضيه 
j

j j j j

e cos jsin

e e e e
cos , sin

2 2j



     

  

 
   

 

 تبديل لاپلاس
f(t) تابعی از زمان به نحوی که برای :t<0  ،f(t)=0 

sیک متغير مختلط : 

L ،1: نماد تبدیل لاپلاسL نماد عکی تبدیل لاپلاس 

F(s)دیل لاپلاس : تبf(t) 

 بنابراین داری :

1

L

L

f (t) F(s)

F(s) f (t)





 

 به صورت زیر تعریف ميشود: f(t)تبدیل لاپلاس تابع 

  st

0

L f (t) F(s) e f (t)dt



   

 از رابیه زیر محاسبه ميگردد: f(t)و عکی تبدیل لاپلاس تابع 

 
c j

1 st

c j

1
L F(s) f (t) F(s)e ds

2 j

 



 

 
  

انتخا  ميشود.  F(s)است که بیرگتر از بخش حقيقی تمام نقاط تکين طول امگرایی، ثابتی حقيقی  cکه در آن 

از آن  رار دارد. این مسير سمت راست تمام  cموازی است و به فاصله  jگيری با محور سير انتگرالمبنابراین 

 نقاط تکين  رار دارد. 

 ه ای است و در عمل از این رابیه استفاده نميشود. محاسبه عکی تبدیل لاپلاس از این انتگرال کار پيچيد
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 مثال: تبدیل لاپلاس توابع زیر را حسا  کنيد.

تابع پله                                                      -  st

0

0 t 0 A
f (t) L f (t) Ae dt

A t 0 s






   


    

 

تابع نمایی                    -  at st (a s)t

at

0 0

0 t 0 A
f (t) L f (t) Ae e dt A e dt

Ae t 0 s a

 

   




    

 
    

 

تابع شيب    - 
st st

st st

2

0 0 00

0 t 0 e Ae A A
f (t) L f (t) Ate dt At dt e dt

At t 0 s s s s

   
 


      

  
   

 به جیئ طبق رابیه زیر استفاده شده است. ئیاز انتگرال ج ،برای محاسبه تبدیل لاپلاس تابع شيب

 
b b

b

a

a a

d(uv) du dv
v u

dx dx dx

dv du
u dx uv v dx

dx dx

 

  

 

 

 تابع سينوسی -

0 t 0
f (t)

Asin t 0


 

 
 

 داری  طبق  ضيه اویلر ثابت استند. بنابراین و  Aکه در آن 

   st j t j t st

0 0

2 2

A
L f (t) Asin te dt e e e dt

2j

A 1 1 A

2j s j s j s

 

       

  
   

     

 

 

 به طور مشابه داری :

  2 2

As
L Acos t

s
 


 

 قضايا و خواص تبديل لاپلاس
 

 لضر  یک عدد ثابت در یک تابعصتبدیل لاپلاس حا -1

   L Af (t) AL f (t) , A cte  

 تبدیل لاپلاس ماموع یا تفاضل چند تابع -2

     1 2 1 2L f (t) f (t) L f (t) L f (t)   
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 مشتق یک تابعتبدیل لاپلاس  -3

2
2

2

n
n n 1 n 2 (n 2) (n 1)

n

d
L f (t) sF(s) f (0)

dt

d
L f (t) s F(s) sf (0) f (0)

dt

d
L f (t) s F(s) s f (0) s f (0) sf (0) f (0)

dt

   

 
  

 

 
   

 

 
      

  
 اثبات:

st st
st

0 00

e d e
F(s) f (t)e dt f (t) f (t) dt

s dt s

f (0) 1 d d
F(s) L f (t) L f (t) sF(s) f (0)

s s dt dt

  
  

    
  

   
       

   

 

 

 و اگر از رابیه بدست آمده تبدیل لاپلاس بگيری ، داری 

 

 
2

2

2

d d
L f (t) L g(t) sL g(t) g(0)

dt dt

d
sL f (t) f (t) s F(s) sf (0) f (0)

dt

   
     

  

 
     

 

 

 و به امين طریق روابط دیگر نيی اثبات ميشود. 

 

 تبدیل لاپلاس انتگرال -4

st st
st

0 0
0

st

0
t 0 t 0

e e
L f (t)dt f (t)dt s dt f (t)dt f (t) dt

s s

1 1 F(s) 1
f (t)dt f (t)s dt f (t)dt

s s s s


 

 





 

       
       

   

    

  

 

 شرایط اوليه انتگرال برابر صفر باشد، داری اگر 

2 3

F(s) F(s) F(s)
L f (t)dt , L f (t)dt , L f (t)dt

s s s
       
            

 

  ضيه مقدار اوليه -5

s t 0

LimsF(s) Limf (t) f (0 )

 

  

fبا استفاده از این  ضيه ميتوان مقدار  (0 )  را مستقيما از تابعF(s) .محاسبه نمود 
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  ضيه مقدار نهایی -6

t s 0

Limf (t) LimsF(s)
 

 

نداشته  sايچ  یبی روی محور مواومی یا سمت راست صفحه  sF(s)این  ضيه در صورتی بر رار است که 

 باشد. 

با استفاده از این  ضيه ميتوان مقدار نهایی یک تابع )مقدار حالت ماندگار( را مستقيما از تابع تبدیل لاپلاس آن 

(F(s))  محاسبه نمود بدون نياز به محاسبهf(t) . 

 

 sجاباایی تبدیل لاپلاس در صفحه  -7

 at

s s a
L e f (t) L f (t) F(s a)

 
      

 تبدیل لاپلاس تابع تاطير داده شده -8

  sL f (t )1(t ) e F(s) For 0     

 

 
 تبدیل لاپلاس تابع پالی زیر را محاسبه کنيد. مثال:

1/ a 0 t a
f (t)

0 t 0, t a

 
 

 
 

 ان به صورت ماموع دو تابع به صورت زیر نوشت:تابع پالی را ميتو

 
1بنابراین داری   1

f (t) 1(t) 1(t a)
a a

   

   as as1 1 1 1 1
L f (t) L 1(t) L 1(t a) e 1 e

a a as as as
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 تبدیل لاپلاس تابع ضربه را محاسبه کنيد. مثال:

a 0

1
g(t) Lim 0 t a

a


   

   as

a 0

1
L g(t) Lim 1 e 1

as





   

 

 را محاسبه کنيد. چه نتياه ای ميگيرید. تبدیل لاپلاس توابع ضربه، پله و شيب تمرين:

 

 كس تبديل لاپلاسع
 تابع زیر را در نظر بگيرید

 m m 1

m 1 0

n n 1

n 1 0

k s b s bA(s)
F(s)

B(s) s a s a









  
 

  
 

 آید. و با يمانده آن بدست می sچند جملهای بر حسب  B(s)بر  A(s)بود با تقسي   m>nاگر 

 

 تنها قطبهاي مجزا دارد. F(s)بسط به كسرهاي جزئي در حالتي كه 

F(s) ریشه اای را به صورت زیر می(  نویسيB(s) ). را محاسبه کرده و آنرا به صورت حاصلضر  مينویسي 

 m m 1

m 1 0

1 2 n

k s b s bA(s)
F(s)

B(s) (s p )(s p ) (s p )



  
 

  
 

 :m<nبا فرض  شته ميشودبه صورت حاصل جمع نو F(s)حال 

 1 2 n

1 21 n

a a a
F(s)

s p s p s p
  

  
 

 ونداا به صورت زیر محاسبه ميشiaکه در آن 

 
i

i i

s p

a Lim (s p )F(s)


  

 قطب مكرر داشته باشد.  F(s)بسط به كسرهاي جزئي در حالتي كه 

 به صورت زیر نوشته ميشود  F(s)در این حالت 

 1 1 2 r n

2 r

1 k k k n

a c c c a
F(s)

s p s p (s p ) (s p ) s p
      

    
 

 آینداا طبق رابیه زیر بدست میicاا از امان رابیه  بلی محاسبه ميشوند، و iaکه در آن 
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k

J
r

r J kJ s p

1 d
c (s p ) F(s) J 0,1, r 1

J! ds
 

      

 مثال: عکی تبدیل لاپلاس توابع زیر را بدست آورید.

2

s 3
F(s)

s 3s 2




 
 

 

 

1 s 1

2 s 2

a (s 1)F(s) 2

a (s 2)F(s) 1





  

   
            ،1 2a as 3

F(s)
(s 1)(s 2) s 1 s 2


  

   
 

t 2t2 1
F(s) f (t) 2e e

s 1 s 2

 
    

 
 

 

 
 

2s 12
F(s)

(s 1 2j)(s 1 2j)




   
 

2

2s 12
F(s)

s 2s 5


 

 
 

ش ميتوان به روامانیور که دیده ميشود در این مثال تابع دو  یب مختلط میدوج دارد. برای حل این مثال دو 

 کار برد.

 روش اول: 

1 2a a2s 12
F(s)

(s 1 2j)(s 1 2j) (s 1 2j) (s 1 2j)


  

        

( 1 2 j)t ( 1 2 j)tf (t) (1 2.5j)e (1 2.5j)e       

 

 

1 s 1 2 j

2 s 1 2 j

a (s 1 2j)F(s) 1 2.5j

a (s 1 2j)F(s) 1 2.5j
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 تبدیل لاپلاس توابع سينوسی و کسينوسی در آوری .روش دوم: تابع را به صورت 

at at

2 2 2 2

s a
L e sin t , L e cos t

(s a) (s a)

  
            

 
 

2 2 2 2 2 2 2

t t

2s 12 2(s 1) 10 (s 1) 2
F(s) 2 5

s 2s 5 (s 1) 2 (s 1) 2 (s 1) 2

f (t) 2e cos 2t 5e sin 2t 

   
   

       

   
 

 تمرین: تبدیل لاپلاس تابع زیر را به دو روش بالا محاسبه کنيد.

 
2

13
F(s)

s(s 4s 13)


 
 

 

 بسط به كسرهاي جزئي 
 بخوانيد. Ogataربوطه را از کتا  مهای و مثال Residueنحوه استفاده از دستور 

 

 MATLABحل معادلات ديفرانسيل خطي با استفاده از 
 معادله طیی مستقل از زمان زیر را در نظر بگيرید:

(n) (n 1)

n n 1 1 0a x a x a x a x u(t)

    
n)با شرایط اوليه   1) (n 2)

n n 1 2 1x (0) c ,x (0) c , , x(0) c ,x(0) c 

     و ورودیu(t)   .
 

 ی معادله بالا داری :با گرفتن تبدیل لاپلاس از ار از مولفه اا

 

 

 

1

2

1 2

(n) n n 1

1 n

L x(t) X(s)

L x(t) sX(s) c

L x(t) s X(s) sc c

L x (t) s X(s) s c c



 

  

      

 

 بنابراین معادله دیفرانسيل را ميتوان به صورت زیر نوشت:

 n n 1

n n 1 1 0X(s) a s a s a s a U(s) C(s)

     
 

ایا   iaایا و   icميباشید کیه ضیرایب آن تیابعی از      sتابعی از متغيیر   C(s)،و  u(t)تبدیل لاپلاس  U(s)که در آن 

 ميباشد.  بنابراین داری 
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n n 1 n n 1

n n 1 1 0 n n 1 1 0

U(s) C(s)
X(s)

a s a s a s a a s a s a s a 

 

 
        

 

n با در نظر گرفتن n 1

n n 1 1 0D a s a s a s a

      : 1داری 1U C
x(t) L L

D D

    
    

   
 

  input-zeroميگویند و به  سمت دوم  state-zeroبه  سمت اول جوا ، پاسخ 

 

 مثال: معادله دیفرانسيل زیر را حل کنيد.
x 3x 2x u(t)

u(t) 5 (t), x(0) a, x(0) b

  

    
 

2

2 2

U(s) as b 3a
s X as b 3(sX a) 2X U X

s 3s 2 s 3s 2

 
         

    
1 1 t 2t

zs 2

1 1 t 2t

zi 2

zs zi

5 5 5
x L L 5(e e )

s 3s 2 s 1 s 2

as b 3a 2a b a b
x L L (2a b)e (a b)e )

s 3s 2 s 1 s 2

x x x
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 رياضي مدلسازي -2

 قدمهم -2-1

 هدف از مدلسازي رياضي  -2-1-1

 سیمت بسیيار    نشیان داد.  1شیکل  امانیور که  بلا ذکر شد دیاگرام بلوکی یک سيست  کنترل را ميتوان طبق 

ات، است. یعنی برای طراحی کنترل کننده باید سيست  مورد نظر )مثلا رب آن این دیاگرام بلوکی سيست مه  از 

گرفیت، بیا    هطروجی میورد نظیر را انیداز    ،رادار، مااواره، اتاق و غيره( در دسترس باشد تا بتوان از طریق سنسور

ورودی مرجع مقایسه کرد، سيگنال طیا را به کنترل کننده داد و سمی سيگنال کنترلی را بیه سيسیت  اعمیال    

 مود.نمود، رفتار سيست  را تحليل کرده و کنترلر مناسب را طراحی ن

 
 سيستم كنترل حلقه بسته  -1شكل 

اما مشکلی که در ایناا وجود دارد این است که در اغلب موارد سيستمی که  صد کنترل آنرا داری  در دسیترس  

اتمام نرسيده باشد، یا اینکه  یعنی ممکن است ساطت سيست  مورد نظر )که مثلا یک رادار است( انوز بهنيست. 

ميخوااي   بل از راه اندازی سيست  در شرایط وا عی از عملکرد درست کنترلر آن اطمينان حاصیل کنیي  میثلا    

وا عیی،  بهترین راه حل برای این مشکل این است که  بل از پياده سازی کنترلر روی سيست   برای یک مااواره.

 ز عملکرد درست کنترلر میمئن شوی . بنابرایناز طریق تحليل ریاضی و شبيه سازی ا

به منظور طراحی کنترلر برای یک سيست  دیناميکی در  دم اول باید یک مدل ریاضی مناسب از سيست  بدست 

مدل ریاضی سيست  دیناميکی، یک ماموعه معادله است که رفتار دیناميکی سيست  را د يقا، یا حیدا ل   آوری .

توجه کرد که مدل ریاضی برای یک سيست  معين یکتا نيست. یک سيست  را ميتوان  بایدبه طوبی نمایش داد. 

به صورتهای مختلف نمایش داد، بنابراین بسته به دیدگاه شخص مدلهای ریاضیی متفیاوتی بیرای ییک سيسیت       

 وجود دارد. 

به ازای  و سيست  وا عی پاسخ مدل ریاضیين طیای ب ار چه  درنشان داده شده است،  2شکل امانیور که در 

مدل ریاضی بدست آمده باید بتوانید   تر باشد، مدل ریاضی بهتر و میلو  تر ميباشد. یک ورودی به صفر نیدیک

رفتار سيست  وا عی را به ازای ورودیهای مختلف مدل کند. مدل ریاضی ایده آل، مدلی است که رفتار سيست  را 

 کند.  به ازای ار ورودی مدل

 سيست  
 طروجی

 کنترل کننده

 سنسور

ورودی 

 مرجع

+ 

- 
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 مدل رياضي مطلوب  -2شكل 

ای است. اغلب بدست آوردن یک مدل ریاضی بدست آوردن یک مدل ریاضی ایده آل کار بسيار مشکل و پرایینه

 ، کافی است.      اای وا عی مدل کنداای شبيه به ورودیکه بتواند رفتار سيست  را به ازای ورودی

 دقت  برابرسادگي در  -2-1-2

ای بين سادگی مدل و د ت نتایج تحليل صورت دایي . بیرای بدسیت آوردن    در یافتن مدل ریاضی باید مصالحه

و تیی بیه   یک مدل ریاضی ساده  ابل  بول، اغلب از بعضی ویژگيهای ذاتی فيییکی سيست  صرف نظر ميکنیي .  

ایا استي  باید از بعضی ویژگيهای غيرطییی و پارامترایای توزییع شیده     متراای مادنبال یک مدل طیی با پار

گاه باشي  که یک آباید به این نکته کاملا صرف نظر کني .  ميشود PDEدلات اموجود در سيست  که منار به مع

در  مدل طیی با عناصر فشرده، که در فرکانی پایين معتبر است ميتواند در فرکانسهای بالا معتبر نباشید، زییرا  

 این فرکانسها ویژگيهای چش  پوشی شده عناصر توضيع شده، عامل مهمی در رفتار دیناميکی سيست  است.

ن است که از ساده ترین مدل ممکن شروع کنیي  و در مراحیل بعیدی بیا     ینکته کليدی و اساسی در مدلسازی ا

 توجه به نياز و طواسته اا مدل را د يق تر کني .

 ينكيمنيپولاتور تك ل -1 مثال

  
 ربات در نظر گرفتن خاصيت انعطاف پذيري -4شكل  ربات تك لينكي با فرض صلب بودن لينك -3شكل 

 

 

 سيست  وا عی

ورودی 

 + مرجع

 مدل ریاضی
- 
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 آنتن -2مثال

  
 مد ارتعاشي اول آنتن -6شكل  The deep space network antenna -5شكل 

 خودرو سيستم تعليق -3 مثال

  
 سيستم تعليق خودروك چهارم يمدل  -7شكل 

  
 سيستم تعليق خودرو  و مدل كامل ك دومي مدل -8شكل 



 ک،  مدرس: نيکوبينکنترل اتوماتي             مدلسازی ریاضی: دومدانشکده مکانيک           بخش            

 

 15 

 تقسيم بندي سيستمهاي ديناميكي  -2-2
از جنبه اای مختلف تقسي  بندی نمود. در شکل زیر این تقسي  بنیدی نشیان   سيستمهای دیناميکی را ميتوان 

 داده شده است. 

 
 هاي ديناميكي تقسيم بندي سيستم -9شكل 

 

 سيستم ينمايش مدل رياضنحوه  -2-3

 نوين و نظريه كلاسيك كنترل نظريهمقايسه  -2-1-1

ه یی ک و نظريه کنتیرل کلاسی  یوجود دارد. نظر یکنترل یستمهايل سيتحل یه( برایروش )نظردر عل  کنترل دو 

دارد تنها به سيتمهای طیی، مسیتقل از زمیان و تیک     یشتريک که  دمت بيه کنترل کلاسیکنترل مدرن. نظر

چنید  -تک طروجی  ابل اعمال است. حال آنکه نظریه نوین کنترل را ميتوان به سيستمهای چند ورودی-ورودی

طروجی، طیی یا غير طیی، مستقل از زمان یا متغير با زمان اعمال کرد. نظریه نوین کنترل یک رايافت حیوزه  

ه ایا میدل   یی ن نظریی ک از این در ار  یبنابرازمان است، حال آنکه نظریه کلاسيک رايافت حوزه فرکانی دارد. 

بیه صیورت تیابع     یاضی یک میدل ر يرل کلاسه کنتیش داده شود. در نظرید متناسب با آن نمایست  بايس یاضیر

سیت  بیه فیرم    يس یاضی یه کنترل مدرن میدل ر یشود، حال آنکه در نظريش داده میل در حوزه فرکانی نمایتبد

 Dynamic systemsسيستمهای دیناميکی 

 Distributed parametersپارامتراای گسترده          Lumped parametersپارامتراای مایا 

 Statistical behaviorرفتار آماری   Determinate behaviorرفتار معين 

 Nonlinearغير طیی  Linearطیی 

 Variant parameterر متغير   پارامت                           Invariant parameterپارامتر ثابت 

 MIMOچند طروجی  -چند ورودی SISoتک طروجی -تک ورودی
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در در حوزه فرکانی  نحوه بدست آوردن تابع تبدیل یک سيست  شود.يش داده میحالت در حوزه زمان نما یفضا

 شد. در ایناا نمایش فضای حالت مورد توجه  رار ميگيرد.ط به تبدیل لاپلاس توضيح داده وبخش مرب

 هيم اوليف مفاهيتعر -2-1-2

 شود.يف میه تعري  اوليمفاا یک سریدر ابتدا 

رایا )موسیوم بیه    ين ماموعیه متغ ی، کیوچکتر یکينیام یسیت  د يک سیی : منظور از حالت (State)حالت  -

حالت( است که اگر در  یراايمتغ
0t t ی در يست  نيس ین وروديباشند، امچن معلوم

0t t  مشخص

ست  را در يباشد، رفتار س
0t t .به طور کامل مشخص کنند 

 nن یر حالت لازم باشد، ايمتغ nست  يک سیف کامل رفتار يتوص ی: اگر برا(State Vector)بردار حالت  -

 در نظر گرفت، این بردار را بردار حالت می نامند.  Xبردار ه یدرا nتوان ير حالت را ميمتغ

و ... محور  2x، محور 1xبعدی که محوراای مختصات آن محور   n: فضای (State space)فضای حالت  -

nx ک نقیه در فضای حالت مشخص کرد. باشد. ار حالت را ميتوان با ی 

: در تحليل فضای حالت با سه نیوع متغيیر کیه در میدل     (Sate space equation)معادلات فضای حالت  -

کردن رفتار دیناميکی سيست  دطيل انید سیرو کیار داریی : متغيرایای ورودی، متغيرایای طروجیی و        

ا نشان ميداد، معیادلات فضیای حالیت    متغيراای حالت. معادلاتی که رابیه بين این سه دسته متغير ر

 گفته ميشود. 

 يكيناميحالت معادلات د يش فضاينما -2-1-3

 ست يد که سيباشد. فرض کن یچند طروج-یتواند چند وروديست  مي، سیدر حالت کل

- r 1 یورودu ،2u ،... ،ru  

- m 1 یروجطy ،2y ،... ،my  

- n  1متغير حالتx ،2x ،... ،nx 

 ورت زیر تعریف کرد:را ميتوان به ص طروجيهای سيست و   داشته باشد. پی سيست 

 1 1 1 2 n 1 2 r

2 n 1 2 n 1 2 r

n n 1 2 n 1 2 r

x (t) f (x , x , , x ,u ,u , , u ; t)

x (t) f (x , x , , x ,u ,u , , u ; t)

x (t) f (x , x , , x ,u ,u , , u ; t)







,      

1 1 1 2 n 1 2 r

2 n 1 2 n 1 2 r

m n 1 2 n 1 2 r

y (t) g (x , x , , x ,u ,u , , u ; t)

y (t) g (x , x , , x ,u ,u , , u ; t)

y (t) f (x , x , , x ,u ,u , , u ; t)







 

 ریز یف بردار اایبا تعر

 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

n m r n m

x y u f g

x y u f g
X(t) , Y(t) , U(t) , f (x,u, t) , g(x,u, t)

x y u f g

         
         
             
         
         
         

 

 شود:يم یست  در حالت کليمعادلات س
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 X(t) f (X, U, t)

Y(t) g(X, U, t)




 

 شود:ير حاصل میشده ز یطی ین معادلات حول نقیه کار، معادله حالت و طروجیکردن ا یبا طی

 X(t) A(t)X(t) B(t)U(t)

Y(t) C(t)X(t) D(t)U(t)

 

 
 

  يی انتقیال مسیتق  یمیاتر  D(t)و  یی طروجی یماتر C(t)، یی ورودیماتر B(t)ی حالت، یماتر A(t)که در آن 

 شود:يمستقل از زمان م یست  طیيح وارد نشود، سیبه طور صر tزمان  gو  fشود. اگر در توابع يگفته م

 X(t) AX(t) BU(t)

Y(t) CX(t) DU(t)

 

 
 

nی  یماتر mA R  باشد. يست  ميست و نشان دانده درون سيوابسته ن یو طروج یبه ورود 

nماتریی  rB R   .رابیه بين متغيراا و ورودی را نشان ميداد 

mماتریی  nC R  ميداد.  رابیه بين متغيراا و طروجی را نشان 

 ش داد.یتوان نمايم 11شکل  ف شده با معادلات حالت را طبقي، توصیست  کنترل طیيک سی یاگرام بلوکید

 
 دياگرام بلوكي سيستم در فرم فضاي حالت -11شكل 

 

   ميكيمعادلات دينا تبديلنمايش تابع  -2-1-4

دیگر نمایش یک سيست ، استخراج تابع تبدیل آن ميباشد. برای استخراج تابع تبدیل یک سيست  باید پی نحوه 

از بدست آوردن معادلات دیناميکی آن، از معادلات تبدیل لاپلاس گرفته و نسبت طروجی به ورودی را به صورت 

  کار آورده ميشود.  بدست آوری . در مثالهای بعدی نحوه اناام این G(s)یک تابع 

 

 

 

 

 


 

C 

A 

B 

D 

u y 



 ک،  مدرس: نيکوبينکنترل اتوماتي             مدلسازی ریاضی: دومدانشکده مکانيک           بخش            

 

 18 

 يكيمكان يستمهايس يمدلساز -2-4

 يبا حركت خط يمكانيك يهاسيستم  -2-1-5

 نشان داده شده است. 11شکل در  یبا حرکت طی یکيمکان یستمهايمتداول در س یالمانها

f (t) Kx(t) 

 

f (t) Cx(t) 

 

f (t) Mx(t) 

 
  المانهاي مكانيكي با حركت خطي و روابط آنها -11شكل 

 

 مدل جرم و فنر يك درجه آزادي -1مثال 

 
 مدل و دياگرام آزاد سيستم جرم و فنر يك درجه آزادي -12شكل 

 
 

 

 

 

 



 ک،  مدرس: نيکوبينکنترل اتوماتي             مدلسازی ریاضی: دومدانشکده مکانيک           بخش            

 

 19 
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 يستم تعليق خودرومدل يك چهارم س -2مثال 

 
 سيستم تعليق فعال بامدل يك چهارم خودرو  -13شكل 
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 با اصطكاک ويسكوز يدو درجه آزاد سيستم جرم و فنر -3 مثال

 

 
  آن دياگرام آزادو  يستم جرم و فنر دو درجه آزاديس -14شكل 

 

1M 

1x1K 
v3 1 2f (x x )  

K2(x1-x2) F(t) 

1 1M x  

v1 1f x  

 

1M K3x2 

2 2M x  

v2 2f x  

K2(x2-x1) 

v3 2 1f (x x )  
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  يسيستم جرم و فنر سه درجه آزاد -4 مثال

 

 
 اگرام آزاد آنيو د سيستم جرم و فنر سه درجه آزادي -15شكل 

  يسيستم جرم و فنر دو درجه آزاد -5 مثال

 
 به همراه دياگرام آزاد آن سيستم جرم و فنر دو درجه آزادي -16شكل 

 

 

 

1M 
1x1K 

v3 1 3f (x x )  

K2(x1-x2) 

1 1M x  

v1 1f x  

 

2M F(t) 

2 2M x  

v2 2f x  

K2(x2-x1) 

v4 2 3f (x x )  
 

3M 

3 3M x  

v3 3 1f (x x )  
v4 3 2f (x x )  
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 هرزگرد يبا پول يسيستم دو درجه آزاد -6 مثال

 
 ، به همراه دياگرام آزاد آنهرزگرد يو فنر با پول سيستم جرم -17شكل 

 

 
 

 

 يسيستم هاي مكانيكي با حركت دوران -2-1-6

 نشان داده شده است. 18شکل در  یانهای متداول در سيستمهای مکانيکی با حرکت دورانالم

T(t) K (t)  

 

T(t) D (t)  

 

T(t) J (t)  

 
 و روابط آنها  يرانالمانهاي مكانيكي با حركت دو -18شكل 



 ک،  مدرس: نيکوبينکنترل اتوماتي             مدلسازی ریاضی: دومدانشکده مکانيک           بخش            

 

 24 

 سيستم دوران ماهواره -1مثال 

 
 ستم دوران ماهوارهيس -19شكل 

 

 

 

 

 

 موتور و بار  يسيستم دوران -2 مثال

 
 موتور و بار يستم دورانيس -21شكل 

 

 

 

 

mJ LJ 

1C 2C 

K 

mT m L 
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 يت دورانسيستم انتقال قدر -2 مثال

 
 يستم انتقال قدرت دورانيس -21شكل 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1J 

1N 

1C 1C 
mT 1 

2C 2C 

2J 

2N 

2 
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 سيستم دوراني دو درجه آزادي  -3مثال 

 
 سيستم دوراني دو درجه آزادي و دياگرام آزاد آن -22شكل 

 ه دارسيستم دو جرم چرخان چرخدند -4مثال 

 
 چرخان و دياگرام آزاد آن  يسيستم با جرمها -23شكل 
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 سيستم هاي مكانيكي با حركت خطي و دوراني -2-1-7

 يون و چرخدنده شانه اينيبا پ يدوران-يستم خطيس -2مثال 

 

 

 

 اگرام آزاد آنيراه دبه هم يبا چرخدنده شانه ا يدوران -يسيستم خط -24شكل 

 به صورت زیر بدست می آید.  و  xنشان دايد معادلات دیناميکی این سيست  با متغيراای 

 
1 a

2 2

K
J B K x (t)

R

K K
Mx B x x 0

R R

    

    

 

 مهاي حرارت و سيالاتسيست -2مثال 

 سيستم دو مخزن مرتبط -1ثال م

 
 سيستم دو مخزن مرتبط  -25شكل 
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 مدل حرارتي يك اتاق -2مثال 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 سيستهاي الكتريكي -2-1-8

 RCLمدار  -1مثال 

 
  RCLمدار الكتريكي   -26شكل 
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 RCLار مد -2مثال 

 
  RCLمدار الكتريكي   -27شكل 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 ک،  مدرس: نيکوبينکنترل اتوماتي             مدلسازی ریاضی: دومدانشکده مکانيک           بخش            

 

 31 

 يكيالكترومكان يستهايس -2-1-9

 مغناطيس دائم DCموتور  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


